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1
.

量子力学 (uantum Mechanics ) の復習
たり ､ QM .

の 五公理

た ｡物理系に付随するヒルベルト空間 ⑪が存在し
､

その系 の状はH の単位ベクトル 13 GH でをられる

2 . 時間発展 はユニタリ 口で与えられる
｡

る ｡量子測定 はヒルベルト空間の基底で与えられる｡

4
.

複数の粒子から構成された量子系 は ､テンソル積で記述される
｡

5
.
因果律

← これを公理に含めるかは流儀による
｡



た ､物理系に付随 するヒルベルト宗間 ⑪が存在し
､

その系 の状はH の単位ベクトル >ε H で 与られる｡

e_
g

_. )

r Spin-2 ⇒ 2次元 ヒルベルト空間 ①
2

11

↳基底 { 10) ,(>}
j

span{los ,s}
↑ケットベクトル｣

<
o:= ( 10>)｢でラ､ ベクトル

､

量子状態 : α 10｣ t β lU) ( αR+ 1β= リ

∞ 任意の二準位系と qubit と呼ぶ｡ H >

10>

Qubitのイメージ

√ 波動関数中xct ) ε E : ∞次元ヒレベルト空間
｡

み本講議では取り扱わない ｡



2 . 時間発展 はユニタリ Uで与えられる
｡

土 ゃ
ュニタリ

14ct､> → 14(ttat )) = Utttdt ) 14 ct, )

E
→ ダイアグラム : 4 (t) θ 14(ttdts>

例 ) T qubit .
: 2×2 のユニタリ行列

_ ←
基底は { 102,)}

r Pauli ops ,

z = (β : ) , ×= 1 : : ) , Y = ( : )

rHadamard op .

H = ( ! ! )
103H 青 ( 10) t 112 ) = : 1+>

17>⑭吉 ( 10> _ \ 12 ] = : _>

｢

IPanliX の固有状態



3 .測定は基底 { lej >5i0
%
で与えられて

状 確率 Ke:14 >で結果 を出力し､
14) →

状恋a lei) に変化させる
｡

例 ) [4>= α 10>+ Blu) を 測定する
｡

E
↳ ダイアグラム : 14> へ

v { 102, 127 } で 測定 so
prob .Ko1x,EGR

) I prob K714,f= 1 β R

( l0)+h>Ʃ
11

√ { (t),>} で測定s
← Prob ,K +12>=β R

ぃ

10s-tsE
→ - prob .K 13 p=



照量子状態が同じでも､基底の選び方で異なる確率分在
｡

望

1つの量子状を測定すると､結果がっ 出力されて状とは破壊される
｡

量子状態がたしか存在しなければ､ 人つまり ､

確率分布 を知ることはできない

↳量子状態を特定するためには､

同一 の状態を多数準備して､ 異なる 基底で測定を操り返す
｡

儿
(状態 ) 人モグラフィー



後々のため､
確率 Ke: 14> P を 書き 換 えておく

｡

2 4742 .4t¢4､<41 1401

14X41 : = 1) 14 に ( : ) ニ 1 : ､ i 1
δ ↑ 4d <41 4d40-… 14d12

列ベクトル
行ベクトル 个 & dxd列｡

<任に (40.
-
42, :4t )

この行列表記を相い子と､

kej 1x)P = 不 Ilejxesl×い
m～

伝例の積
∵ ) rhs.) = 下 [ lejce; l ｣ ( 1>のくない ]｢ トレースの巡回性

ELABCJ=π[CABJ
= T π [celx) <4 le;>]

L = <ej (4) <4 lej )=cels×《 e1 )



4
. 複合量子系 ⇒ テンソル積

､

系 A 系B たの系とみなす = 系 AB

HA HB
⇒

HAB = HADHB

↳ 基底 {lej)}.=
%( 6 { 1fα7}α074B

ここで ､H %HB とは ､{le;1 fα7}
z 7ッdA,α=c-dB が張子

dAdB次元
ヒルベルト空間

｡

↳ 一般に 1φAPEHPは ､1φ B = 改起Cixleh 1fα>
B

与=7 α= 1

必ずしも 1φAB
=
13 )

の
13)

B
とは書けない[ mmm積状(プロダクト状 ) ]

非プロダクト状態” =エニタングル状



例] 2 qubits = span {10r2 ,ho) , ln }
= 102D10)

Ur>

11> (n> lHos lor>

⇒
(0) 10) l00s

GubitA qukitB 2×2=千 準位系

プロダクト状態の例 : 100 ) ,…,11n ) , 1tt > ,10 t2 ,1
-

. φ).…

{ エニタングル状の例: 吉 ( 1002tih>)｣ 話 ( 10*>+ h→ ) etc-

Ʃ ( 1 to> t Ʃ 112 + h ゝ )



5
.

因果律
｡

複合系 AB : Bどのような操作を行っても､ その 操作の結果が
Aに伝えられない限り

｡
A の状態は変化しない

｡

い
AB

φ 系B系 A 一～～～=
←

｢ 東京 ) (京都 )
&O↑ ユニタリ

,
測定etc.…

CAの状態がどのように記述されるにしても
､
)

わによって､影響を受 けない｡

例 ) [QAB =責 ( 100AB+Iirs｣ で B を { 103n } で測定する
｡

0 ⇒ Aの状態
測定結果 ～ M
.

J ⇒ A の状態
｡



ただし ､BからAに測定結果が伝えられた場合はこの限りではない
｡

A 0～～0B

10>
A

へ { 103
,
1ns

11》⑤伝える
｡

主結果 o !
J !伝える

ぃ

何かを伝える”ことで“ 状態” が 変化するのは ､量子特有ではない
｡

例 )

Bでサイコロを振って､ を得る｡→
伝えない ob.Y% では ! !

↓変化
~

→伝える 界 Pob
.

y でい !!



QMの五公理のまとめ ｡

た ｡量子状態は単位ベクトル 1φ) EH
.

2 . 時間発展 はユニタリ Uで与えられる
｡

る
.
量子測定 はヒルベルト空間の基底で与えられる｡

4
.

複数の粒子から構成された量孫 は ､テンソル積で記述される
｡

5
.
因果律



T -2
.
Q

.M .からQuantumInformation m .
⇒

QM の 公理 から ､ 直ちには明らかではない操作系の一部を捨てる｡

山 部分 トレースで記述される｡

A IQABEHAB B

1Cixle;)｢の 1fa3
B

Omwo
与こつの=つ基底 基底

dx dB
{ lej>}jl { 18α)}α-､ にこのBを “捨てる “ ≡ B

の

部分 トレース店 をとる
｡

部分 トレース : 原 る OAB ] = 建 ( IT∞ (fα 1
B
) OAB ( IAの 1fα>

B ｣
｡

の二つ
(
HAB上の行列

IA1 fα)”( ;) 1t α>》= 1
1fα)
↑

1fa｣B 0
←
列ベクトル

ここで､

迎) } dA×dB :長方行列
｡

0

dA



実際にやってみる｡ ①AB = 1Q×φ LAB

=α､ CiaCな (ejD/fa
) B ) (se ;(り

P
)

原 [ 1QXGABJ

= ” (Iの( fβ1 P)飛Ci のCNei >*1fa )B\Cses1(
り P ))( 場)｡

=* 約C *leixerlA
=

越
Gj
'le:xezA

8iz
"
=1

m～
= : Gjjl HA上の 行友し

､

を一般にはベクトル 14〉 を用いて
14X41と 書けない｡

量子系の 一部を捨てることまで含めると､

ベクトルでは記述できない量子状態も存在する
｡



必特に ､ Q

.+nfo では分系に 着目して解析することが多いため､

QM の公理を拡張 しておくと便利 ｡



2
.

量子論 の 拡張公理
､

2 - と ｡ 量子状態の拡る張

拡張公理で

量子状態 密度行列. S ( 820π [8J =7 )
Reman
て . 820 ⇒全 ての固有値20 . ort 14 ), <S181φ) : 0 .

2 . ベクトルで与えられる状番 14> の 密度行列は､ 14×41
.

Mnm

純粋状態 (pure state .

混合状態 辺それる大外
(mixed statel

3
.

ユニタリ時間発展 : S ∞ US UT

{ lej>}zで測定 : 確率 π [ lezxes [ 8] = -<eilsle> で 8を出力｡



4
.量子状態 S が pure or mixed ? ⇒ ラニクで決まる｡ ､

non-Zero の固有値の個数

820 ☆ [ε, 2520
S = 守 λjlexesl ≤ {不[83=7 臼季; = 1
文角化

Cx 汲5 ｣は 確率合布｡

6 ,pureなら . S =kleixeil t O×他の有状態~
にランクはた

{
｡ St pure ⇒ rank s = 1

｡ Sが mixed B rank S > t



5
.
混合状態とエンタングル状態

IφABGHAB IφAB = 13x( S)B: プロダクト状態
oL0
A B キ ε い : エンタングル状態

…

CSA :=原 [ 1QXφ /ABJ : Bを捨てだ状態
｡

｢ (14
)ABの縮約密度行列 ( reduced density matrix や

marginal state )

JφAB : プロダクト状態 ⇒φ A
: 純粋状態､ (φB も )

IQAB: エンタングル状白 φ
A
:混合状態 (φBも J

E
)混合状態の 起源は､ エニタングルメントしと見ることもできる !



2-2 .密度行列 と状態 のアニサンブル

{Ps, 1 07}φ jJ
= r

確率 なで 状態14;) を準備 する｣
状のアンサンブル

状態の r
出 アンサンブルは､密度行列 S=P140x%1で記述される

｡ ｣

と表現することもあるが､ これには注意が必要 ｡

山)なぜなら､
状態の → 密度行列
アンサンブル 丹

多 対 1
mumm



e
.g- } y qubit
π=% =

Δ ( loxo(tllxll ) 当 ( 1t×+ lt (-X-)
2 /

× { 予 (14×t 1 φ2xφ_ ( t 1φxφ31 )etc…
状

E｣ ｡ 確率まで 10) or (てつ

① ぃ ' s(H )or 1->{
｡ い 素 で 14)or 1φ2) o 14s) etc…

など､様々なアンサンブルに対応 している
｡



定理 : 同じ密度行列 を持つ 2つのアンサンでルを

見分 ける 物理操作は存在 しない
｡

量子系 量子系

14,35; □rsass.
δ Nも L4ixiにgalφax4｣なよ､

足 識別不可｡

つまり､ ヨニサンブル表記 は 物理として冗長
"

であり､

密度行列がより fundamentalな表方法｡



定理を示すための準備… …純粋化 (purification )

エニタングルした 部分トレース 言分系の
純粋状態 → 混合状態
←

1φAB=Ʃ Cjle;) 1fa)
B

純粋化
｡

φ
A
=､ Gyg' lejte:

A

8さ

対角化
AC A

例 ) β = 条λ; lejte; l の 純粋化

185等男Ie:le;Aとすると A( *SAS = SA

mE sAの純粋化 ｡

② 183
*̂_ 室男 1e

;
)
[
185)
A

も SAの純粋化
｡

m
mm←異選なる底

｢ SAの純粋化､



純粋化 の自由度
｡

19.)
AB
と 1827

AC を SAの 純粋化とし ､dmHBadnHとすると､

182AC = ITmVBC ) 19､)
AB

をみたす B から Cへのアイソメトリ VBC が存在する｡

アイソメトリ ( isometry ,等長写像 ､埋め込み ) とは金

例 ) ､二準位系A
調和振動子B

｢

(dB=cs )
dA=2 ) :

i
14)
B

ー

ー IDA ー BB
B上里め入込 12)

ー
ー

A→
二 10) アイメメトリ

ー

Lo>
Bll)
B

} ここだけ使う
｡ー

VA→B = L0BcolAt lU>BacilA
.



アイソメトリの定義
､

VASB : dB ×dA行列で､
(VA→BJ

｢ VAOB = IAeみたすもの
､

←

da=dBの 場合は ､ ユニタリ
｡{ o dAsds の "

､
存在しない｡

⇒ dAEdB は黙の了解｡

dA

具体的には､ VASB = Ʃ1fgやくesA
擅=て δ Aの基底 : dAの行ベクトル｢

入Bの基底 :Bの列ベクトル

= ( ) }問
し

アイソメトリ
VAOB da

14(^Cole>A→ 14)
B
=Co1f;2

B



純粋化 の自由度
｡

19､)
AB
と 18)AC

を
SA

の純粋化とし､ d+mHBsdnHとすると､

I 92AC = IT VBC )19
AB

みたす B から Cへのアイソメトリ VBC が存在する｡

A
ー ler) A

S = xo leoxeolt λilexerl
ー 1ex>

く純粋化た .
純粋化2

.

~

アインメトリ 二 I4B C
A
ー ler)

B
ー 1f.3 VBSC

A
ー lern ー B3

B

mum ⇒ muum 12)
B

ー 1e0> ー 150) ～ 1ex> ー DB
ー

lOSB

18.>
B:

19 .5ifB全le､ iif.､B 19) =A
Aole .5io?+Ailen プ



定理 : 同じ密度行列 を持つ 2つのるこたでルを

見分 ける 物理操作は存在 しない
｡

証明月] 因果律 の 帰結
｡

アニサンブルT : {Pz,14
;
)
3:=

N

⇒ 8
A=☆P0 l4jX451

=客 ga 1φaxφaA
アニサンブルα : { 9α

,
1Qα)

A}
α=

M

B

SAの純粋化として､18.B =4
;｢ le%Bの基底 をとってくる

｡{
182=客

”

取 19t01 fa5'cCの 基底

事

197s 二2Pi :l4iが} N:s=サンブ1

& 19( 二田
s . 所

"

H
..
fa
,lsλ》
｢

α.

"
:s=サンブw2

B 円 { le.B}5=,
N



事NEMとすると､ 182
C=
( IADVB') 14､AP をみたす

アんとなり VBCがある
｡

1852? = 190s (
*
ー

運毆ー

この 2つの事実から ､ 以下が従う
｡

二 {9α
,
14x5 “}α

M
:ア=サンブル2

19.%成田 s 1ezSS☆

14:がJアニサブwて

&19 (田巳間ー { -5}
'

1fα a=.

"

δ µ
状1πBのBを操作するだけで ､Aに 異なるろブルを実可能｡

比因果律より ､Aの物理は不変⇒るンサンブルへと2は物理的に
見けられない

｡



2-3
.
量子状態の拡張公理一 まとめ､

拡る張公理で

量子状態 ⇒密度行列. S ( 820π [83 =1 )

豳
ラニクが 1
純粋状態 <⇒8の純粋化18

B
が積状態

｡

密度行列 SA↑ ベクトルで表(λ

入 ランクが22
臼 SAの純粋化しQABがエニタングル｡混吉状態

｡

ピランク : Mon-zero固有値の個数

必純粋化 はアイソメトリの 自由度を持つ ｡

状態 のアニサンブルは 冗長な表になっている
｡



2_4 .時間発展の拡張

従来の公理
量子系 A 量子系 A

固廻 sroat
亠

従来の公+分系を廷
量子系 AB 量子系 AB

成成べと…1
ー

SA OB UABCSADOBJUAB4 原[ UABLSADγBJOABt }①

①

量孫 Aの時間発展



拡る張公理 Q . Stinespring拡張

時間発展 e全系のユニタリ← 部分トレース
<⇒量子チャンネル (CPTP写像)

<⇒ Kraws 表現
｡



2- 4-4 量子チャンネル = CPTP写像

ompletly-Positve traceresening

MCdA ) : ヒルベルト空間 HA上の行列 の集合
｡

CPIP 写像左ASB
: M (HA )→ MCHB) ｣ は 以下さみたす｡

t . Completely -Positive ( CP性 )

{ 任意の系R
.

｢ SAR20 ⇒ (今
A→BBidF ) (SAT) = 0

2
. Trace - Preserving (TP性 )

TOA
, 原[なA→

B
( OA )] =原 LQAI

_



⇒ 1 と 2 より ､

SAR冠 が量子状番 ⇒ SAR選
B

も
量子状態態

｡白
[ SAR20

,
F{SAR3=I ]

l とより ､
左A鳴idR ) (φAP] 20Iαよりな[方ABc8ARJ] = 1

つまり､

しょ=タングルしているかもしれない)任意の量子状を
CPTP写像 =

入力すると ､必ず量子状を出力する 写像



例 )

た ､ ユニタリ時間展 : S → U 8 Uf

部分 トレース : SAB→ 8A =BESABJ

2
.

光 ファイバー
光子ロス

σ 入力 出力 ①

000 ⇒ ☆☆ ⇒
0回

O 0
① 光子×4コ

光子 ×7コ

E> CPTP写像で記述される ｡(光子ロスチャニネル )

3
.
Parliチャニネル (Pai ノイズ ｣

I gubit CPTP
I gukit

① → ①

β δ PoStP.XSX +RYSY ← BESE

ここで 追
,P. ,P,PB ) は存確導合布 ｡

Panli チャンネル



2-4-2
.
Kraws 表現

量子チャンネル (CPTP写像)左ABは ､ Kraus 表良を持つ ｡

Kraus演算子 : dB ×dA の行列 の集合 { KtB }z で
mndBxdAの行列

守 Kzけ KtB = さA を 満たすもの
｡

CPTP写像左A→ Bに対応するKras演子 { K｣が存在し､

左A
→
B(
S * ) = 室Kg SAKst

とかける
｡



例例 )

t . エミタリ時間発展､

S nsUSUT & UTU = I
.

. Kraws演算子 {いだけ｡
2

.

部分トレース

SAB→ 原[ SAB] = (I<efi β
) SAB( ITsler?β

)
､

与=つ

Kraws演算子 : { IAの<elB}:=iB

[check: ☆(IAD<elB) くelB )= IxlesxezlB = IBJ

必 Kraws表現は 一意ではないことに注意 ! !

e 8-) ←→ { IAD< fα1B}α=､
dB



3
.
Pauliチャニネル (Pai ノイズ ｣

T qubit CPTP
I gubit

① → 0

β ↑ PoStP. × SXeRYSY ± PBESZ

ここで ,
P.,Pz,PB) は 存確壁令布 ｡

Parli チャンネル

Kraus 演(算子(の一例 ) :{ 工,×官と , てる
｡



2 -4 -
3
時間発展の拡張公理 一 まとめ ､

拡張公理2 . Stinespring拡張
^

時間発展 全系のエニタリ+ 部分トレース

<⇒ 量子チャンネル (CPTP写像)

<⇒ Kraws 表現
｡

従来の+部分系を
量子系 AB 量子系 AB

｢ 職耶式
～

1
ー

SAD JB UAB (SADOBJUABT T原 LUABC8ADOBJOABtJ

↑

量孫Aの時間発展:



2.5
.

量子測定の拡張

従来の測追 CPTP SA→AB

測定
SA A ⇒

擁張 s“|週曲測定
系を拡張”して､一部を測定
山系Aにだけ着月すると､ 従来の測定
では記述できない

｡

拡る長公理 3
.

量子測定 defPosttive-Operator-VatuedMeasure



POVMとは

行死の集合 { M 030 で { Mjz 0
とみたすもの ｡

Mj=I

β を測定 ⇒ 結果 8 を Prob .

F [M; 8J で得る
｡

[測定後の状も気にする場合は instrumentJ

POVM全て
γ 射影測定( Projectiom-Valued- tMeasure ｣

j
, Mjが射影演算子 ( M' =Mj ) ｡望｢

徒来｡も n =PVM -Mifにそた
mmm

= 1ezxesl .

射影測定 近このとき {Mz= 1ejxe515a..



2- 6
.

コメント

Q
.

M
.

等価 Q
.
info

.

t
公理 1 ～5

.
拡張 103

,

公理4
,
5

金系を見る 部分系も重要
｡

イメージ

(広義 の 1Q.info の月
｡

この五公理に基づいて ､
何が 可能で､何が不可さかを

理解 し ､ 応用に繁げる｡

何が
”

… 情報処理 (計質通信
､
暗号 etc. )

物理象( 物性､量子動重､ 宇宙etc.)

化学
､
生物､ etc_-



る
.

量子情報の基礎
3 - 9

､

量子状態 の距離

量子状=密度行列｣なので､行列間の距離( ノルム )
を用いればよい｡

*
数学的には様々な行列 ルんが存在するが､

物理や情報処理では
､月に沿った 適切なノルムを眠いることが

重要
｡

eg .) 地図上のもャリ

直線

E …
ジ

熱
ーリード

距離内
☆できる
!

メルカトル 地球



旅行 したい !! … …大円距離 がよい ｡

{ 物理 (宇宙線ec_)と知いたい !! … …ユークリッド距離

ゆがんでいた! ! … … メルカトル直線

⇒ 目に 応じて､ 適切 なルみは異なる
｡

量子情報では､何らかのプロトコルの性能 と直結 するノルんが重要
｡

= 操作的な 意味をもブ

よく用いられるのが､

. トレース 距離( trace distance ｣

{ 2
.
忠実度 ( fidelity ｣



3-t､ トレース距離

数学でよく用いられる 行列の ) ルん : Schaten β - ｣ ルム

11 Mllp := (FLMJPJ
) ー

凸
TEP ≤∞ ⇒ ｣ ルムの公理をみたす M=素

e .g_) C と対角化

ヱ
: Traceノルム l 1 Ml \y = 不⑪M = 81mil

: Hilbert- Schmidt ｣it 4H Uz =π
[MT =新i

; OperatorJiLh . IIMlls=o
Mie> 1

= max imjl
j

1 I Mlls ≤ llmk ≤ Mh≤ allmk≤ d luMlls



る-た2 ｡ トレース距離 の
“操作的な “ 意味

｡

確率 % た 73だけ
どっちだろう⑧

S
0
or 8,→

凸\
Λ

↳ やれること : =二値 のPOVM {MoM.}
.

{土不CM080} ｢ 当 πCM. 8.3 }最大成功確率 Psucc= May 2
{Mo
,
Mi}

定史 {Holevo - Helstrom }

Psucc = I ( 7 t I 118. - 8. l 1 . )

⇒ 8と 8 .のトレース距離が大であれば､ 1 回のPOVMで見けやすいい

上 : 状態を見分 けることは ､全私 の情報処理の基本｡



3 -_ 3 .
データ処理不等式

FGA→B : CPTD ,FS,A : 状態｡

11 5
t→B
( SA ) - A

→Bcat,ll
,
≤ 11 st- aAllr

Data ProcessingInequality
量子状態の集合

｣

8 o 量子チャンネルで 状態然の
X
→× 今

×4 × Sn 距離が離れることはない ｡み(90) (8. )

特に ､ 状識別の文成派では､

量子チャンネルを作用しても
､
8とσ の識別確率は 増えない

｡



Optimal PoVm
で渺しる Psuct

=
Ʃ ( l + 11180- 8 ill. )

確率 % 2
ぺ

VM
S
0
or S.

↳ Psuce =2 ( lt 1115(.)- 3 (9)lli )合を作用してから

optimalPoVM

ここから分かること｡

DPIは､操作的に真当な
“距離が持つべき 性慣

山 SchattenPノルムの中で DPIを満たすのはトレース距離だけ ｡



3 . 1-4
.
忠実度 ( fideltty )

純粋状態142 と1 φ )の距離 ≈その間の内積 K414) ↑

山密度行列に一般化したもの
2

忠実度 F (8, σ) := 118Fl =東β )

N σTE : 0 ≤ F( S,σ)≤ 1 で ､

適切な基底で
戍 F (8 ,5 ) = 4⇒ S = の

{
θ FCSσ に 0 ⇒9+σ←

s =川



Uhlmann の定理
SA
,
の
*
の純粋化 を各々 ､1810e ( dBade) とする

｡

F(st,σ A ) =maxIKAAC
(
IDUBS ｣ 1stBP

VBSC
YBからCへの3イソメトリ

｡

ここで ､φ A =σ Aとおき､その純粋化 を18018)とすると､

J = Max KSELITDUBC, 1SDABR
VBAC

⇒ 182
tC
= ( IAD VBC ｣18

B となるアインメトリ UBCが
存在する

｡

を 純粋化の自由度
｡



忠実度のDPI : : CPIPF 8);@｣) Ʃ F [8,σ ) .

状態の集合
8｡
X

→
必状態が近付く ⇒ 忠実度 up

今 λ
* ×8n に注
今

E
> ､忠実度は操作明 な意味を持

つ

Unambiguous な 状態議別 ｡

確率Y2 Iるだけ
A

.

絶対に (4) !! 間違えては
B

.

" 14) I1 ならない
｡

14) or 14>→ 界 {
C

.

分からない
｡

}

Psucc = 9 - K416 s 1



3-1-5
.

トレース距離と 忠実度

Fuchs- van de Graaf 不等式 ､

T-｢
辰
.. 5 ≤ ま118- 01 %≤(8

.
o >

↳ トレース距離と忠実度は大体似た性質を捉える 測度
｡

トレース距離版 のUhlmannの定
SA
,
σ
A
の純粋化 を各々､1810

(
d ≤da)とすると､

以下をみたすアイソメトリ VBCが存在する
｡

| /VBC 18xSAP
(
VBgT-10xaAll,

≤
2atllill

与すごく重要 ｡ 若桑さんの講議で使う
｡



3_ 1_6
.

No クローニング定理

クローニングとは｡
doner β

未知の状態
①

s →歩 s

山 これは ､(古典でも量子でも )実現不可能｡

. s) S
.
σ を 任意の状態とする

｡

! 思実度のDPI より ､ F(巡り ? FC8
.
0 )

ぃ ぃ

SD2 ∞
の2

2

E (8か 3σ∞2 ) =11和 \ l? = # (8,σ ) ｣

よって｡ ( まとS
,
σ) ) ? F ( 8,5 ) 白FU9

,
σ) = 001

∞
O ≤ Fと8,σJ ≤ Y

b 8
,
σ

が

任意”と 反する｡ 航



よく勘違いされるが､ 古典であってものローンできない ｡
个

古典の
“状態“

= 確率分成布

e.g . ) さ=3: 1 %,
Y

6
,
% … Y % )

天気 : (50% .
30%
,
20% )

晴 電 雨

Ea 基底を固定した密度行列 で (-
p) と表現式

｡

密度行列全ての
集吉 量子論 は古典論を

含 む ! !

純粋状態 古典的な状態
｡



↳ ｢古典的か純粋｣状態人の集合 はのローン可能
｡

( Po,
,
-
,Pd_. ) = (Y

,

0
y

"

,
O )

{ cOol,0- . … 0)⑧全て 直交してる ｡:

to-,or )
*



3 -2 .
Schmidt分解 と最大エンタングル状態

3-2-｡ Schmidt分解
｡

A IφAB B

IImummm

二体系 AB の 純粋状態 1φ>
AB
を 基底で展開すると､

1 φB
=
竄 ☆Cixlej>t

1
- fa)B.

m

①
mmum

dAxdBzの和 ①

↓ "

適切な”基底を 用いると､和を減らせる
｡

1φAB = Im厚 1S :tb 1, dmin=min {dA,d}.

与ュフ mm
dimθ {Pz30:7 は 確率合布

兆 1φ)
AB
の Schmidt分解

､



{
｡ {}: :7den

を

Schmidt係数
と呼ぶ

｡

｡ { 13:3}:tn と { 15j} :tn を Schmidt基底

例 ) ldrs

M>～ : :

mmn～… 13つ
ー ､2s1

10s= ー (てコ Iqubitと結合している
ー 10,

β ときは､実質的に

T qubit d次元宮周和振動子 二次元象
｡

G任意の純粋状態 は ､ 10)150)← 同1る. )l3) とかける｡



分解の 見つけ方ぷ 縮約密度行列 を対角化 ｡

1φtB=厚1 )tb)
与こて

LTB 原
φA=*PA φB = P 1る;Xる :1

B



3 -2 -2.最大エニタングル 状態 tMaximally Entangled State ｣

二体系の純粋状態で､ Schmidt分解が

MES = { ほ)B= 袁歌 1)｢*13.B
で与えられるもの ｡

Remark
ー

t ､基底 の自由度が残っているので､一意 には決まらない｡

e -g.) 青 ( 10o>± (u^) , 高 ( 10 t>±µ - >》,etc .…

2
.
MESの 縮約紙密度行列は ､

( dAEdBのときつ

重｢ =
I

& 哉( ^ *｡')
↑完全混合状｡



MES は､
“最大の

“ 量子相開を持つ
｡

建田測定 ÷つある確率で 求相

SAB( E = {19i5} j

成同 → … で 1
Fl = {[fj55j

A の結果が 求 の 時 ､必ず B
の結果もおなら ､

SAB は 渺測定基底 (
E
刊 の下で 完全に相関

｡

eg- ) dAzdBad
B

8AB = Pleixe: a1 fixfilは ､の 下で完全相関～｡
↳ ( 五, 刊以外の測定基
～

では主相関 していな
…



MES の場合 : ほ)声聞 はかば)B
二回 ⇒結果 お

は AB(_E = { ie}で:任意 完全相関
B 一円 →結果 お
E = { lej5}:
θ le;) を { [j>}｣ の下で
複素共役をとったもの

M｢ 法任意の測定基定王 に対しての下で 完全相関 して

～ る
｡



ン )

はAB の A を {le;) z でり､ 求を得たときの状
Ba
1
ez3t

の
( <e*I β) ほ)

B

2 言にtA
B

α 1e57の Ʃ {eali> li>
B

ここで､

B B
} e
;
) = 室 [ile;> o>

なので

ies>= 吾lip = 吾 <ejli>toB

- はtPa lejtsleg>
B

西 ､



この証明より ､MESは任意 の基底 { 19)}gを 用いて

は )
P
= 弃察 はAの lz)

B

=剥 iejtatez)
β

とかけることも分 かる｡

⇒ このような最大の量子相関が､ 非自明な情報プロトJルを
mmn

∠ 五能にする｡

初歩 : 量子テレポーテーション
､ 超高密度符号化､ etc…

dranced: 量子鍵配送
,
entanglement- assisted

量子誤 り正etc…



3~3最大エンタングル状態を用いたプロトコル ､ 一初歩一

3-3-1 MES の 性質

MES ほ):声剥iは lyst ( dimdA= dinH= d ) は以下と満たす
｡

1 .tis )に 対して､14Aリは =番 1 GA.
A <QIA

は)
AA
α15
'

A
|

転置
¢ (

2
,もュニタリUAに対して､UADIA'｣は AA=IADUTJはA

A U A
1

は)
AA

= は)
AA

A A
1

｢



る ｡ほ
､A とA

が
MESなら､ 以下を満たすコニタ YUAがある｡

A A U
｢

は)
A1

= は)
AA

A
｢

A
|

[純粋化の自由度J

4 MES だけで HAAの基底 を作れる
｡

つまり ､ {はj
)A
}
: で ､ :は) = Sig なるものが存在｡



3 .3-2
.
リソースとしての MES と 通信

σ α 3の qukitsを送 れる
｡

> > >

界
⑧ β S の bits を 送れる

｡ 迢≥ 2 ゝ

M
.

E
.
S

.

東京 mwmw 京都
｡

ば)韓はA1 z)B
. logd - ebit を共有

( ) イズレスな )通信 のリソース理論

α - qubit の量子通信

: ｣↑?
?

B- bit の 古典通信 → - ebit の共有 エンタングルメント
臼



例 )

t . β -bit の古典通信 →O -gubitの量子通信

2
.

α - gubitの量子通信→ α - bit の古典通信
←

の-kiti を送いた､ !!

1 -_ パ- _ -
_

--

'入agukt
{ leg>{5を α ､gubitの基底､

A

B 一⇒ 必ずでが 出る｡

{ 1ej2}で測定
L

3 . α -qukitの量子通信 → α -の t共有 エニタングルメント｡

A }1 B -､
ぽ_
_

—_ <αeitc共有
~



このように考えると､以下が到能と分かる｡

α - qubit の量子通信
α 2 β 山 ｣ αz8

B- bit の 古典通信 -ebitの 共有エンタングルメント

⇒ 全く面白くないが､ 各リソースを組み合 わせると
､

非自明な 量子古典通信を実現､



3 .3-3
.

超高密度符号化 ( superdense coding )

α - qubit の量子通信
f 22 - bit の 古典通信

α - ebit の共有 エンタングルメント
I2倍

NOTE : 各々を単体 で用いると､最大 で α _bitの古典通信

どふやるか ｡ 送いたい古典 ビットで ε {-ッ 222 }

でに応じたユニタリ
A Ui

¢
α- qubit送る｡ Ui と Eの選び方?

_ -_由
)AB
_-—-…

α-ebit
力 ⇒ 必ずで

B
うまい基底Eで測定



MESの 性質 みと 3 を 思い出す｡

←
E ={

{
4 MES だけで HAA の 基底 を作れる

｡ とする
｡

33

)AAA
A

AA
｢

A U

これを Aに作⑨二 ほ>
A
1

A
｢

↓
めは)AB = ( UI * IA ) は)

B
なるコニタリの集合 {U}～へがある｡

て =応じたユニタリ
A Ui

a- gubit送る｡
¢ この状態 :) ( UtDIBJ ほJAB

- _ -__
は)
AB-—

の-ebit
力 ⇒ 必ずで

B
基底{携②で測定



α - gubit の量子通信
β 22 - bit の 古典通信

α - ebit の共有 エュタングルメント 个
MESの性質 3 と4

自然な疑問 :

と ､
24 - bit よりも多い bit を送れる ? ⇒ o ! !

{ 2
.
MES以A外で送れる ｡ ⇒ roI !

:

山超高密度符号化は､ 量子通信⇒ 古典通信 のタスクにおいて
タングUソント

最適なプロトコル
｡



3 .3-4
.

量子テレポーテーション

2α - _kit の古典通信
七 a - qubit の量子通信

a - ebit の共有 エンタングルメント す 0から 有限に !!

NOTE : 各々を単体 で用いるだけでは ､ O-qukitしか送れない ｡

どうやるか ? 送いたい状態 1φ)R : a -qubitの状

I
MES基底 {はjAR {z=2ので｡

1φ)
R

結果 で N は)暇( Uz* IP ] はAB
1 性質3と4っ

A
←

2の - itの古典通信
測定

- w一AB-—---- -…
a-ebit

Wi 1φ)
B

B iに応じたユニタリ



照 ) 測定結果がこのとき ､

R
R R

A カ ∝
A )= 風 なので､

A Uif

性質1 性質1
14)

R

軍
1φ)

R

使 (
A

<51
A Uif ∝ A α

)
B 性質 由)

油)
B Vi WiWi α B

U: Wi

α 1Q)
B
Vi Wi ュ 14>

↑
Wi = (Ui
)

=UiI ととる
｡



2α - bit の 古典通信
七 a - qubit の量子通信

a - ebit の共有 エンタングルメント

自然な疑問 :

. α - qubit よりも多い gubit を送れる ⇒ o ! !

{ 2
.
MES以A外で送れる ｡ ⇒ OI !

:

↳ 量子テレポーテはション
､

通信古典
⇒量子通信 のタスクにおいて

タングにメント
最適なプロトコル

｡



3-3 -5
.

(ノイズレスな )通信 のリソース理論のまとめ

α - gubit の量子通信

αzβL ｣の2｡ノ
β- bit の 古典通信 (min{αγ} r- ebit の共有 エンタングルメント

こ β/2

超高密度符号化

α - qukit の量子通信

α2βS ↑α=r
min{2β,γ}こα

B- bit の 古典通信 r- ebit の共有 エンタングルメント

量子テレポーテーション



この2つのプロトコルは発展法的 に見つかったが､

(古典通信
｣
量子通信

､

共有エニタングルメント ｣ の 3つのリソースの

任意の達成可能な変換は ､超高密度符号化と

量子テレポーテーション (と 自明なプロトコル ) の組み合わせで

実できる｡

⇒ 3つのリソース変換に関する非自明なプロトコルは

超高密度符号化 と 量子テレポーテーションだけ
｡


